
協 = -*
,
= nxn" , sin脂=1 , lim→ 0510 = O

.

连续 : Lim>x。f( x >= f[ x 0 )极限且于函存在数值 , 可导一定连续 , 连续不一定可导。

f[x) 是偶函数 3 f(x) 是奇函数 ,
viseversa

靠 sinx = cosx , 靠 cosx = -sinx , dtanx+= cosix
u( +v "

=
U '+ω

,
(v)

'

= ui + uv
, ☆) '

=u 0 -

品

=
f
("

( x 1 = Dnf = dn, exp.Dnx " = n !
impliait differentiation : 两边求导

Y = f111 ,x = g( y ) ≥ x = g( y ) =
f
" (y )

, exp . xarctan(x ) =x

xex= e* , ☆ lnx=文 , dx = a* Ina , xx* = x* Inx+)

f
'
= flnf ) ?

恐。 lnH ☆
)
* =

e
= lfct)

sinhix ) =
e
*
- e≈

,
coshlx ) =

e
*
+ eƩ

,
coshi (x ) - sinhi ( x) = 1 双曲函数

靠 sinhix) = coshex) , 協 cosh (x)= sinh (x)

线性近似 f(x) ≈ f(xo ) + f
'
(10 ) (x* 0 )

exp . Basepoint λ 0 = 0 : sinx≈x , Cosx ≈ 1
,
e
*
≈ 1 + x, ( n (1tx) ≈ x , 1+x( )^≈ 1trx

For fux 1 = 歲 : e歲言「 →f 1 ×) ik2×1H*
)
+≈6-)片》
≈ 1 -Ʃx dropxr

So f( o ) = 1
, f ' {0 ) = - [ x《 1 ]



放滩

极限理论
、 数列极限 limitxan = A<> HE 30: 日10 > 0

,
s. t . En > N

, lan -ak ε

否命题 : { an } 极限不是al不存在
日E > 0 , UN > 0 , 日 NO >0 , AN - al > E 0

证 : 器g↑☆< m

⇒ N
=
[ agz $T+ 1, On>0 t -oKE

常用极限分式只看最高次项系数li 。
3nten卉 n

街
= 3

limnsxIM/ani, n + n = 7
limn→x ( 1 +h)^= e = 2 . 718 . . 10

2, Cauchg 收敛 VE 70
,
雪 N> 0

,
5 .
t
,
Em , A >N , 1 am- anKE ←> limxGn 习极限存在/收领数利

证收敛 Gn 二十 +t … tsim 不妨man

VE> 0 ; $m -an | ≤|sinimn1 |++| s " |≤2 m t
Imtt t t2 ☆

-
In * (- zn |= ( 1 - znm )

< ẑ
" [ ⇒ mslogr

3 .
单调有界收敛(归内 )n >+∞ , { an }→有上界A有界 ,

收效

证收毁 : G 1
=I, ane' = Ian 1/ a,

= Jc , au+ 1 =ctand
a器二流

G 1= E <2 , 若Gn22 ,ant =2G < 2 1 □ 故仙修 2且单调递增

求极限 : 假泛 limns∞Gn = a , ant 1 = 2G →→xa= 2a → a = 2

4. 其逼定理 an ≤ bn ≤ Cu , if : an→ k , Cn→ k , then : bn→ k

limn→xm*1fIt " tnent* ) = limnsxan limn→x = 0 ( M ^>> n ! s > a
^ )

令k> a ,
哭: 二是…… ! 鼠…≤)“ 些”

an ≤ n # + …t 二> 1
0a □

→ O

Gn ≥ dn'tu



5 . 函数极限

Dx→+∞ lim+xf(x) = A < 3 tE 30 ,
日M > 0

, s. t . Fx >M ,
1 f(x) -AI < E

2) x→∞ ,
- x

3) x→x 加 if:flx)在↑×0,与心邻域有定义 then :θε> 0 , 日 δ> 0 (δ<δ '
) , st , 00 <|x-xok8

| fcx) -AK ε

lim→xo f[x) = A < s lim→xfcx) = lim-xifcx) = A

6 .连续性Def
:li☆xof× 1 = f( x0 )

间迷断点 :

① 可去 :
左二右

, f1× 0} # l→x0flxf
② 跳跃 : 左牛右

③ 无穷 : 左影右 →

连续性质 : ①闭还间有界
② 介值定理 f(al < fcb) , θ AE (f(a) , fcb 1, ) , x ε (a , b) , f(x) = A

☆ flx)连续, 1

ix+xf (x ) = 0 , β>1 , Jm [β ) =☆ [f ("β ) + f (是 )I 数列收蚊?
?

θ m , n , | Jm (③ -m [β ) |={ [ f (mβ> - f<nβ) + f情 > -f号721
If ( mM-fin
1

+÷ fm1f情
— C

任取常数
① ②

由f(x)- → 0 :tE 70 , 日
N
' > 0 , s . t . tm β

,n β> N " ,1 fmβ ) -f(nβ) |<Ʃβq 利用木柯西收品准别
②
由 :连续 li>0f(x) = f(o3 , f情) = bn , {bn}→ f( 0) 同理 {Gm }

雪 N
"

> 0 : Um , H > N
"

, f-f | czB ε
由 ①② , N = Tmaxi, N "

}T + 1
,
Fmon >N , 19m - Jal ≤ E

不极限运算 : 不可随意拆分

fox 3 → A
→f (x>+ g(4 ) → A +1B, f (x )glt )-→ A- 13 , f<x> lg ( x)→A /B

gl *)→ B

多项式极限:比较最高次项系数
&

不定式 :告是
,

∞- ∞
.
1 ×

,
O -x

悠。= 」 , 。↓+ x)市 =σ , 符0x* 1,比= 1,小
O

,的华= O ,
哭 to飛 = 0

ln xx _→ 0

xxnnn > M ! > enre * > xaslubx n指整数(数别极限



价无穷小 : 乘隙替换,

X→ 0 ; Xusinfutanx waresinxr arctanxre*- 1 wln1tx 1 1 n1t ~ e
*
- 1

1- casx ~ Ix
^

HxI
*
- 1 ~axat ~ xlna

x -lmx 1 ~ 主 x
<

tanx - sinx ~ 完 x }
,
x - sinx~ 哈x

}

,
tanx - x ~ {x3, x- Grctamx ~ 号x 3

一*
-^ e

=±→(400
1☆0
x 1+ x<λ
-

-x/ ) → x ( 1 tx≥ x
^ )

=
」 1+ x2 tX

必述:号

∞问题 : limAB = e
lionA- ( 93B

(A→ 1 , B→ x)
Sini

lix→ 0 (tsin2x 1
文
, ( 1+ sin 2t)

sin- sin2 x *
> e
* → e

<

xNarctcn
*

芯> ( 併 arctant
)
→ e

(arctant-t ) , tt
_→ e

方

无穷小有界量 xe一*sinx = a. g
.+0

Xβ+x+x 3si(xtcosx ) = O
,

由
”
十x>→ O

, sinxtcosx红得

渐近线

蹲 :

上*01

→燕
x
+f( x ) ÷A ,

(ixf (x)→ B
③ 斜 : k = limxx 了

,
b = lixfcx) - kx

e.g . 1 .(
imn

>xHn ) { 1+ : ) ( 1+ 靠 ) … ( 1+ ) =

金 Xn = ltn) … ( 1 +別

Sn = lnXn = 為 lu的 ) ; 由出< x
∴ Snai意最 → 当 ( n→ x )

,
Sn > 靠 |+ iln==臟 ;>比 → 高

综上 : Xu → e
主

2 .证明
n+z±+ 3 + … t 数列收敛

金 m = n + P ( P ε z
+ ]

lam -anl = lamep -an |=In 2 tnt { tn+P|
1

≤ ninti ) t n+| )[H+) + . " +n+p+ 3 [ntP )裂项
= 方 - ntpa告

if am _ -an | k ε
,then : 卡 <ε即 M 7ε

令 N = T位 Tt1
,
tE 20

, St. EM, R > N ,
am -anKE 口

3. 证明 limxotSinx = O
θE > 0

,
找 8 ,

st. 0<|x- ok δ ,
丨
sinx _OKE

; x< E
,

1 sinx < IX / KE

∴ 令δ=ε ,
tE > 0

,
S. t . O < X- OK 8 , sMX- O 1 < E □



4. 证月 limnson" = 0

要找 N , O ,
使 tE >

O
,st . n > Niln _ ok ε , 即 lix 站

!
: bim+x

ε

" = 0 ( n !s >
a

" ) , 即EEN '>0 , s
.t . n > v ' , ε<ε

1

'
不始龄 E
' =1 ∴ ta >0,k☆

— —鼠品Ost節KE

N



导数与微分
↓ 导数 li→x0f= li0fcxotfoxo

)= f
'{x0)

不可导 ,

e .g ,f1x 1 =|× 1 ,

.(→ 0ff
(∞

了fe
*0 ) =
1 , 0
f1 × 0+A*1 - f(x。二 1 极限不存在

单侧( 导数 )

f'( x ) :定义域上每一个点可导 ,端点单人侧可导 ,fix ) == 表 f(x )
eg dinx = li0sinxtHX 1 - sin
)

=

积化和差

s

2
. + v ) '

=

u + 0 '
,

④
( x )V (x ) ]' = u

'

v + uv
'

,
☆ I

'

=

u
00µ
"

链或法则 : φ= 4 ( ucw (x ) ) ) ,=器鼠

3 . 反函数

φ= f( x ) 的反函数 λ=φ (y ) . 若 φ (φ )在 Yo的某邻域连续且严格单涸 φ
"

iφ0 ) to
l

则 f ( x ) 在 x 加 ( xo =φ(φo ) )可导 :
f

"[x 0 )
=

φ ( φ0)
微分表示:φ=fx) , x = g (φ)= f{x)

e .g Y= losxi xiarccasy YECt , LI , XE [ O , II ⇒ f
"

( φ) = x

1 =dgarccosy舞
ddyearcosy = -sin = - 1-cos

xfin#
ficy 1yfi1u)=dyldx 2二一小 yz

升参数曲, 线

得浩:β > 装 = dylldt= )

5 . 隐函函数 (参数曲线未知 ) ef. y
"
= xm

xtφ== 1
, 2 x +2 y

φ
' = O →φ' =- d =第

6
. 对数求导 d= mxmy
U (x}

0 ( x'
= Y ×

”
以,n→= 兴 x品
,

lny = V (x) bn u ( x )

jy' =√(x) (nu (x) + V(x)uxu (x )



7 .高阶导数 f
(

n"ix
)=dn =了

"

y

布尼茨: v )( n
) =
u (

>v
(

0 ) +
( n'

" uin
-"
v
"
+… + C≈φ 1030 (n )

二 Cφ n3VcaY
参数方租高阶导

,幾 = d =
d) / dtdx/dt=v "

(
t

)uit 1- " ( t )u'ct)
ul[ (t) ]

3

8 .极大值极小值 (f(x) = D ,局部峰值
f( x ) =0

生点

小

9. 可导一定连续 ,连续不一定可导
10 .中值定理 : 闭达间连续 、开这间可导

Rolle : fia) = f(b) , 日 <ε la , b> , s, t , f'{cl =

Lagrange ; ≥ Ca (aub) , st, f ( b )- f( a)= f '(c )
B - a

Cauchy : { ↑=fctl , tε [ a , b ] , ± Cε ( a ,
b ), s . t,f( b)-fla)gb> -ga)= y=x =g (t ) |

e . g . f( x 1在 ( 0 , +∞)可微 , g (x ) =xflln (x 1 ) , oα a , b

证 : 雪 CE ( a , b)
,
st,ebfib)- eafca) = f (c 1 tfic ]

gceb ) = feb (b ) eb - ea

x . = eb > ea =λ 0 . gix ) = fllnx ) +
f
" x )

吉由Llogragei备必达
iifg4) 在[

Xox2afcxl= aq兒必何將在吃城將tebf
型theni
悲形fcurfiy

由可导 fia)=g(a) = O ( f , g 在 a连续)

σxEU ,
不龄x> a , 日 εε [a

,
x ], s . t⇒=

x→ a , ε→ a, a 哥=aεy = A
( 1 . slotz 引理 ( 潘必达离蔽)

“ 2→%an: !
“op+…黃滋
lim ant - Gn

州" _
nx州ynn →prlba单调增元端

。

Peano余项n -so butn -bm→

12.Taylor公式 :f ( x) 在a 处n 阶可导 st

fix 1 = fcaltf' i"H (Itf "d ,it ap
+.tfl ^l .ttallto xiaIu

"d = 0

高阶无穷小



ntl) 阶可导

fu "

。

"

…? ? tt
"!*
, ^>"

tl
→Langrge 余项 ,

e
"
- 1 - 1 +21 -3 : …

⇒志↓以= e! 1

等价无官小 : 一阶 Taglor近似
求极限: ;

。 cs+

e
-是二 ☆。 一歲 ++ o (x

4)) -「 些十拉 [ -)40 <X07]

= li0 24 x
0
- 些 to (x∞ ) = - 它
λ如

极值 : ① 导导号lefix01 = 0,品志台 farf ")>Ʃfostfim1I
找最值 : 极值十边界
证飛 < ln ( 1tx) < x

是 flx) = (n ( Hx)- λ , f (0 )= 0 , f 'ix) = H九 + ,

θx> 0 , f'(x ) a 0 ,fx) 在 ( o , t∞) ↓
, fεx) < fco) = 0 ⇒| n ( 1+x) xx

kg (x) = (n [ (t λ ) -飛, glo)= 0 ., g {x > > 0 ( X > 0) 同理

曲率 : 有 y = f( x ) , 曲常 k = 1f
"

( x 1 ]

[ 1tf
"

x月31z

曲章半Z =k r ↓
,曲率刀



eg1 ,f( x ) = 1 + X
| +

1+| x-a |
( a > 0 ) 求最大值 三角函数变换

利用 g ( x3=文跨图 。

2
. φ= arctan λ , 证 Hx

)fcnt
"+
2(nt 13 f(

n+ "
+ n (n + 13f

(m )
= 0

巴和 φ
"
= 1Hx
2 ⇒ ( 1 + x

2

]φ
1
= 1

[ [ 1 + x )
φ' ]

(nt
) = 0 ⇒莱布尼落展开 ,毕证

3
, φp

= | He-x
, % = 1+洲 ) ( 1y )

yi = φ ( 1- y ) , φ i = 1- y

4
, f < x ] = {e些 ; 0, 求

f< )10 ) . = 0

5
, f ( x ]在 ( 0 , +∞) 可微 ,ifli☆+xf"{ x ) tf(x ) = 0 ,then :liexf(x ) =

x = Inu ,
e
'
= u Ptx

Limu→ txf
"

( lnul +f ( lau ) = 0 > g (x) = xfln) , g 'iu ) > 0

↓xf(x 3 = li☆+xflx ) = lixtxX→ gix ) =

6
, f( x ) -阶可微 , fix)连续 : f/x3 = 0 只有了个在不等的根 X 1

< xz<… <Xc

以利用 Talor证明 ,
θ充分小ε

. 雪 OGEGE, O
<εzcq,

δ
,t. sgnf

↑

( xi + E ) = - sgnfxi+ - ε2) #osgm : 取符号

f( x 3 = f(x 0} +f
'

( x 0 ) (x -10 ) + 0x-X0}
<

念 xo =xi +ε, f( x =
才 才

fixi ) = O , 0 = f1 xi ) = f( xi +h ) + f" 、xi +ε 1 )( - E . )+O
—
不影响正负

←

加

fixi箭器商 =fni -
εul+其为正那千独fixit{t0gn

=

fkin-au = 1

: 证毕
( ∠) 证 fix) = 0 至即有 m ≥ 1 - 1 斤根

( 3) g( x) = exf( x ) , g
'

( x) =□有 j个根 , fix) + flx) =0 有几斤根 ,
证 n =j

g( x ) = e
*

fi) + exf" x) = e
*fixefx) ] .

θx , s , t , f(x 1 +f(x) = 0 , ⇒ ex (f(x) + fix) ] = 0 ⇒ x 是φ ix)的根

… stg '(x) = 0 : e
*
to … …

(4]



7 .
y =α", n ! n*3

”

,

证 ; x( |φ
"
+ 2xy - n(n * ) φ=

令比 = x起 ( 1
M

有 U(
"
= 2. n ! φ ,

H
( "+"
=2
" n! y

'

,
U
( "+"
" =

z
" , n ! g

”

… … (*)

U ' = nx上1 (
I ^
12 x

=⇒ x☆ ) U
'
= 2 MX 什

,
二边用莱布尼茨展开 , 代入* , □

与



不定积分

换应积分 :凑微分

tanodofsisodo =Jdc-cso1u= -cosofdu = - (nlultC = - In / cosoftC

Jek
*x = kfek*dkx = 卡 ek

*
tc

Jar lato)= afa-xtalox =ialmlx- a |- lnx| tc
/secxdx =fxx = fm,dx= 」dsix裂境

二 fseccsectsecttentamdx =fdsacxttamxexttanx
= llsecxttamx tc

换元积分 ,直接换无 多式可拍

·ma = x
0

/
x
"

如多域xdx)0/=× 10:x × )dx ≤x=x (6t-
x
+

1dx=6 [ 号x÷☆+x+1 . | x+|]+ C-= ( )
一

绝对值 一

…… 三角挽元 不定积别↑ 司忽略 停角馳式 比

Hasxdx☆asint af 1 cost ( aostdt = afos'tdx= c| ( +cas2 t )dt =些 ( t + 六 Sin2t ) tC 换回
, =些 (arcsin长 + Sintcrs)

st:长>|x _larcsin长情 a三xd
世, x

=
asecttanx= sec去(

tanxasecttentdt=| sectdt=Insecttfant|+C =|| 去+×☆☆|←c = la 九+2a| tC (↓x3_GI

tC

Jepx - satantfasectdearletanr1[ I
0 faseca4

. secot
= acosedt= a {1+ Coszt)dt= 2 a世+{ sinat) , 带回

, KettKastde=
sintec=☆t(

x: 六
= - 靠cdu ) =州,|

1 -u ^+ C =λr -xtC
|0器> (4- x)

= 水一》——

dx配市
_ avcsin (λ-3) + C

da≤ x < 7 x = asint

da午x2 3 X = athat

↓x≤a2 > x = asect



分部积分 :

ludo = uv - frda Js'= Ju ' vuv ')⇒dv =fu 'vtfuv '

Jarctanxdx = fiarctanxdx
, "

= xarctanx -xdarctan " x=Xarctanx-」xdx =xarctanx+{dts
{xe=xdx ÷ - e

* x=| 2xe*dx= - λe-
x+
- e2xf1 /2 e

- *dx
P (x)为多项式 ; ① / ( x]sin"*dx ② Sp(x) enxdx

eg / x 4+(2x+ 1 ]exdx =Ʃx2xt1 )e
*-
市4 x3+2Je2

*.
- . egfe*sinxdx = I

x
4
+ 2 x+ 1
*
ex I= e*sinx - fex cosxdx

4x
3+

2\ =e
*

sinx - ( excosx + fexsinx )
12xz = e

*

sin ① -cosx ) 一 I
X 的ex ⇒ I = iexsinx- εasx)

下店 ex

0 * 叔erx
导出递推式 In = 飛dxin εrt ) $|x ] ' ==一x

=|x " " 歲dx= Xnt1-x2 ) + nλsx加 dx
= - λ

m+

1x2 + m1 /xm以飛 dx

= - x
"

"| -
x2 d +n+ )Im- = - In )

Inaindx 」州idxx :m- ↓+m)ajut ,zxdx =1aynt2m叫州dxtadatazas
一

= 飛In+ anIn- 2 aInIn+1

多增式有理数拆
β Cx )

f( x >=xa↑*
b >≡ 飛+ 是 ☆++ ifx )=\ (xb 1 世 ) 二飛+ 影十可利用待定系数拆

ExtB
f( x ) = >x *bxtc )a= 飛 + xxbxtc+

(
x +bx+ c )2 t
-

ag .|5xt 0 dx = j
2x5x+ 6 + /λ5x+0×= { ( nx※5x +01+-

」 4 } x
+ 10x

+
3 (

x
2
+ 2 y

2x + 9dxx+
1
A
+Bx2 ( 3 +

x
^+2 —
—

BxtE

万能公式换元

sinx
=2tn 老 =

2 ,<osx=光 = !ta唔 =±
.
dx = ( ttodt

e .g . / atsindx .
x,=tan是」飛 zdu= fitueduua = Ju+j条da 二彦arctantC 二

积化和差

风 egfsinaxsin βadx
民理根式 元整个根式

eg .片第dx
,t 」州 > 2 txx☆λ←dx = }i+x (π dx =



无理根式的三角换元 ,
欧拉变换 tan是 =_ sin告 co哇

cos是
= 2002号sino 圆osotseco

{ xx:2x - 3← dx =
d些片

告 s

…器

.

」
则上 = 仁飛1 挽回,

issclotanodl_ _eco

#dLtaodt
=丨se1011ctn 表太烂隊廠公试

用欧拉变换

」 x≥ 2 x -3 = x - t =⇒t 午 3 =x(2t- 2) =⇒dx=t
管
。x ☆☆ x - 3= x - t = t =

2 (t-
上t1

tict-3 dt
= 一fdt= 一房 arcten 声 tC 回代LHS = 」;2

(3)2 ct-12

Jax+ bx + c = faxtt ( a 30 ) ; ax
+ bx+c—=xt±π Cc > 0 ]

定积分 Jabf( x) dx = Fcb > - F (a )
, {fcx7dx ==(x) +C

Jabfix) dx = Jabf(t ) dt

定积分求极限 /a
"

f< x )dx=0 f εi) Axi fix} = itx
九

1

tnttftni州
1 哥=
lm哈二 0+1
)=!x

变上限积分

F (x) =∴fctidt,
F
'
(

x ) = f [x ); F ( x ) = f"fct1dt, Fix)= - f(x ); F (x )=|β x
)
fit)dt,f ' (x)=fβ 奶 )β'(x)-fx<x )]α '[x)

上! !
~ AO

函数翻转 3f(x1 dx = {qfcax1 dx ,
}8 fix3 dx = 1信 tfla-x1 Idx

laittan1—
=張 ittan亞*1 ]dx= 啥 lma

呼ufxldx= 啥的 "dx = 年 2一信心 +州—
奇偶函数 afcx )dx = {f<xdx ,

偶

证明 A 周期函数 fdifcnd
信 f(sinx)d×= 信 f (cosx) dx , }∵f(sex)dx= 2喜flsmx) dx ,fcosx ?

婚 xfismx7dx =婚fisinxix =πfsydx
正受函数高

品sinmxcosnxdx= 品cosmxsmmx = 品
!m 积化和差

点火公式 Insinnxdx = 信cos^xdy=fx )={嬷“m



证明 : In = 喜sinnix . sobxdx= _ cssxsin | 售 +情 ∞sx . nt ) sin第 , cosxdx
= 0 + n+ )信 sm等 ( 1 -smix ) dx = (] In-2 - | In⇒ In= In-2,I 0 二受, [ ,= 1

Wallis 公式 = limm
→tx

2m←>! ![ ] zmi,
证明 : 已和 一种新的夹逼 ,

信 sinm艾dxifsinxdxcfo sipimkdx ( tm) AM ≤ k ≡ Bm
, | Hm - Bml→ o

2m( ) ! !

点火 ! !2m+ 1) :
!≤2m州 ! ! ! 是m-21: ⇒Am→ k 1 Bm- 3 k

.

Am: zm+ [>! ! ]
'

≤ 受 |-2 m = Bm

Bm - tm = amei I0- amsx2mt,= AmiamEL -im → 0Rx)

limm→+∞Bm-Am ) =O ⇒ 0 经↓m≤ Bn- Am夹
d

U 0

平面面积
弧长

极坐杨 s=÷[
x
ββ= (0>dos ={ β(θ)dl ,θ= r

,do =
曲线长版 s - Jaty'adxs=fabdsfadxidg')- f"ftdiidx
参数;s - JaJuitperit)' dt sJdidy f:'+depde
极坐标 : S =f点Jotp2 do

X (0) = β (a ) coθ → s =f:x手gcoodo{ y [θ) =βCθ SSBθ

旋转体体积

y= x ^ (|≤ x ≤5 ]绕X 轴围成的体和 . V =|5πfix切
丫轴, v= fa

"
π]Fdy

+枪=1

Kz= h =⇒ =1一提 =如即h 面上曲线的方程

完φ= 0 =⇒ x = ak ' ⇒ g =1fix) dx
倍 = K一 , y=bki- 外入 ,即fx ).则s=☆tx)dx =abk

Ψfab了
4

v = fisdh =f
。

' ab是 14dh =

旋转体侧面释 ,

s = 2π(a
"
f( x)λ 1 +f( x)

= x =2πx
↑

yct)]x"(t ) +g( t )dt(x由 )

正明① : 弧微分垂直 X轴切片

s = 2πfix)la ds = Ja
"
2πf(x ) 1Hfix 7 dx

证明心…
;

,脫 :
2πH |+2 πV 2 )Al =πf(x+f(xtAx ) ] AS2

心试
. nl
一

上πVV

AS = S颱台侧 ] =πf+ f(x )+A4 ]A φ^=π冰x7+叫然HP ≈πfx)ltfidx
S = labds = fabs



定积分不式

lafuxidxl ≤ fabfxldx, fx) gcx)→ JafaxikEfabgxndx,cIb, fixizosJafcxxdx≤ Jafex3dx
mifo4) ≤ M sm ( b-a) ≤ lafix) dx ≤ MIb-a)
柯西不式分和积积和方

( la
'

fixg(xndx) "
: fabfix)dx.fa 'gcxidx

证明 : φ ( t) = t
]a"fix3dx + 2t&f(x>g(x) dx + fa

"
gix)dx

= Jabtfixs +gx]
' dx ≥ 0 ⇒ A ≤ 0

A = fabfigdfs- 4fabldxSabgidx = 0⇒fafixigcx)dx ≡fabftidxJagdx 口

积分中值定理

fhx) 在[ a
,b ]连续 , 日 εt[ a , b } ,st. {abfct1dt = f(ε) ( b-a]

f(x)在 [a , b]连续 ,φ( * ) 在[ 匠。b ] 不变号 ,习EEla ,b ),st.Jabfisgx 7 dx=fiafgidx
σ

反常积分
无限积分 : T = lafix)dx= lihetxlaf<x) , J = f .f(x) dx= limer-xfufix) dx

了= fxxfcx3dx = limus-xJifixldxtlimsexJafx3dx

]
,"

x
* dx = lito 19 xidx

⇒
*dx= !% 只对于 1 ↑ x *d ×={ i

,
p #

eg . fin= 1,fix )=xif ' , 证 ;θx > 1
,st

. flx) < 1+奔

即证 fcx )
-f( " <←> ifiindxa ←
—

Txef'idxa岳
∵ f ( x ) > 0 .

∴ x > 1 , fux 3 > f(" = 1

有 : 毕 i+f'a
_

dt
<f毕州 dt = 岳

ttft
>
0 ,有i *<f毕←←年 □ 相

瑕积分

(
a

"
fcx) dx=☆} 出fcndxllima+lu↑fcxidx1点

Ja
"

fix7 dx = limusatfif[x1 dx t limu+bfc
“

fx)dx 2个情点
…
= limasclafaidxtlimu> c+ JuPfixidx 中间奇点

Joxadx (q 00)
lixdx ={

b

"1-u 巡, Jixidx= 階 L

乱限穆分审

Jaxfax) dx 收←>θE 3O , 雪G 3a , st . θQ , φ . 3 G , 有影 fxidxla ε
b >a , 则 {afcx) dx , fbf<xldx 同敛散

Ja
"

f, εx ) dx .Jafa (x1 dx 收, 则 a * fi* 1 +feC 4 )dx收

1
,

“fmdx收 , 则如xfhxl =

la*fndx收约 1:"fx1 dx 收领{
“燃 1“ 1

f

燃,

是对收手收微



非贫无限积分审敛

f ε g , Jagdx 收 → Jafdx 4 k ;faxfdx 发 sfagdx 发 ,

否dx
, 叫 ≤,dx=exarcsinx治二共收口

lm* + x =
C , ① O < C <+∞ ,+ . g同散。 ② (=≤g 0 , {g 收 → f 收 ③ c = t ∞ , 1f 收 → 9g 收

常用标尺 * dx
瑕乐贝分审政

a为奇点 pfa
"

fx1dx收Σ3 θE> O ,雪δ 70 , 8 t
.

θ
U , U2 G (a , G + f) . 19fix) dx |<ε

C < E (G , b )
, Jafcxsdx , fa

'

fux /dx 同邀散。

@ Sa
'
f ,Jabg →%f+g 爽

色对收欲、 条件收毁

比较原则 V 比值原则 V

标天 Jabik-andx 相反

0 ≤f ≤x, σ<p < 1 , 敛 ; f病)" , P ≥1 ,
散

limxa +x-a
)

↑f( x) =λ① 0<p<l , O≤λ<t∞ ,
新 ② PE1 , O以λ≤+∞ 1 散

欧拉积分

「 (α ) =xα+e* dx (α> 0) 含变量积分 [ ( 1 ) = 1

x=t =刘∵txet
'

dt 9(字 ) = 2f ∵etdt = 原需要二重积分
xn毛 = j%*

"

dt

有 : 「“ ↓1=x*- e -*l
μdx 对α球 n阶导

LHS =nT( a ]=* *e*x
=f %"x* *e1dx积分微势互换证明略。a ] (

m)
= &Plnajn

{ (λ+ 1] = α T (α) P ( H3 = n+ 3 !
,
HEI

+

LHs = [ %x *e -*dx= - ×*e*1 +α1x ×*e*dx = 0+α「 (α )
「 [α )「 ( 1-α) =nαπ ( O <α< 1 ) 先不证

「 ( 2α] = 2 「 (α) 9α+立 )

Beta函数

B (p , 9 >= f %xP+x )
ε"dx [ p , φ> 0 ) B < p , q ) = B [9 , B ]

x= (os02)cossimo" do
xy =% ptqdu

=%…
“

u da
↓
j%ptadut 毕peadu=Σ .tIa

,
I。
u

= 主
,|这d±= { ↑/Ht() p +q-

t{ t
9+

dt = )
。

"

, + t( ype9
- +

9idt,

LHS = [ . + I . =f% 1+ajUPt+ ptauaidu
有 ; B [ β , q } = B( q , P )

B (P , q ) = P ( }) T(91 他不证

↓ P( ptq ]

B < P , 1 - P>= nPπ [ O<< 1 了



B [ p>ε ) = q- + B < p, q -1 } = 關, B(p -1 , 9 )
LHs = f |)ε| % + 0x "( 1- x)ε- >dx =σ+[ 0 ×" ↑x

)ε×=。[ xP+x -11 ]I 1- x
}aidx

= 0× xP + 11 - x1 I]P"dx= % ×B +
1

-×19
-2dx -f %xP+ x["x] = f{p,q-1 ) -B[BEJI

Bcm , n 1 = Fcm]mtn, )'
=m !州men)!

B (立 , ) =
元「 (以 =π

e.g .jix
"
" [-xmja +dxxm = a

,dx = 和
um 'duf%e jdxdxe = I. Ez 二芽

= j % u( 1- 4791 . 前愉 du I , =f %× "↑xφ )
*-
+dx = 市B强 , 刻

= m)% u1-uj
9" du = 的 B (号

,
9 ]

%發 dx ( n > m > 0 ) x^= u
,
dx = 方代的Ydu

二 u咔u 的da= da二六 B 张, 人县了二家飛
/% xm}- ^ ( n ≥ 1 )

= 元! t六+λ t }+=方 B (片
,
片 )

证明 x ^ex^dx =mse一xix 欧换积分的一说

LHS = 定 2对些×* 塔
….ε- * dx= 字「(|= 交 9座 1=22 %exdx

二影xae-xidx

靠怎么又是习题课
1 .i. πdx =%. " *dx+

。

"*dx =)|+]! = 4
2 fs

"n0arctay,arasinlx 1 x arcsmx = t
,
x = sibt , dx= cost ,

dt = 1-xr
+dx

;

= %arctant片

4收 =tancta
存在Y

18- %
dt =oarctano_立hulitt||8= Daocteno一点lipo叫

4, f( x ) = exp (-λ - e
*
)
,
-∞<x< tx

,
F 求( x 1 =我 fctidt , ψ= -e

-t

- t= ( nt-ul ,
dt= 一长 du

F(x) =1, ete-etdt = 1
-
;
e* ( u )e ". ☆)du =fe

"

euda= e
- ex

求Flx1fixidx
=e* -2

e*dxd =e* ft u). 80.- 7 du =
5 cos2☆Jlncosodo
二立sinzolncoso 意一倍 sino -sro)dolim → 吃立sinaolncoso=

唔
m品 → 高一tsjiniza → 2coszaM2Osin2θ

,
0
=0
2

≡ O + 部善 2siniodo 二帶
6
.
{ x = acasst ,O≤ t ≤2 π

,求面积周长
Y = asmits 点火Beta
S = 45

=

4 . | ydx=4 些 bsinst. a. 3cos't -simt1dt =a '
。

g,m4+cas
'tdt =|2a22 = 3a恐

C = 4C ' =4售 λ dxidt( '+ dgldt( 1 - dt = 6 a

了
∵e -* sinbx了dxci_cosotisino LHS =β<

A = f些xe- *eibidx=|xeib1"dx= f %e -"cosbxtisibbxldx = 小tβ i ,
…



8 . 1%e-gLoslxw) du
= f% [osx3.-)eYwdw =

一 jesxw%1 1% je"×sm { wx ) dw
=ω - [ 一步了一 。

"

e
- y~
smlxw)dw

二京歌就yusinx+ 影e"css)dwI= 年步 [ o+ 步LHSI
9 . {∵ f 1ax-量 ] dx = a)怒 fix7dx a , b > 0 , f(x )为偶函数

x = , dx= - atbodt
I = )∵f(ax- ) x =1

。

*_at)dt
aI =afiax幽—flat-dt= f ∵f11 ——小号
2aI=|∵ 了 fax 一点7dx=∵ flax一号 3dax一了oxtxsxax一是 ctx

10 .

[ I==i"
idx

"^
"x

= m+ x
,

[ lax )^% %× 品☆ luxp^ idxlim →0tmtm *( lmx ) ^九 ± 1im→txm
+ l_lnt
(

= 0 多领载 》 对数

= 0 - m+j %xm|nx] ^ "=- 新 I ( m
, M- 1 )

递推

Im , n ) = " 1" ,m[ m。 0 )=+µ
箭,n% xmdx = *)”,nt 口

11 , Ilm1 =f! xmarccasxob切
二 mm

"

arccosxlo tff mixmt,d 1 -xi dx
= O + mt{% λm+* |-x5信 dx x=simom喜 sinmodo 歐年

无穷级数

級数运算 。

级数收效 , 改变有限个值
、 改变运算顺牌在影响收敛值 。

an =S , lim →xGn= O , lim→ xSn→ S | Sn+ p - Sn| E Sn
十x

Caucby收敛准则 ±, Gn =S ←) E30 ,≥N30 , ifn >
v,s

.

t. EPENt ,|Gneit …tant 1 p< E部分和收段 ( 哈及数收敛

常用机京线

是; 无穷等比数列求和

散咒 !
调和级数[ ☆Sa= 1 忙t. t 坑一 ( uN > r 欧拉常数

{
P =2 三ni二

,

Ʃ 上偶飛Eznnln+ 奇号

正项级数

比判別法≥ N> 0 , St. OU3 N,
O

≤On≤ CUMΣ Un 贴 3 Ʃ On 收 Σ Un发 >Ʃvm 发
。

极限形式 : lim→+x器 = (

① Oa (<+ x;同

② L =OU《 Va) Σ n收 ,
Σ Uu收; Σ Un 发 ,

点 VM发

③ ( = tx (Un>Um )

Ʃ Un收额 Ʃ> SN = 些 Un 有上界 sa单增有上界



比值审法

裝器 ε q < 1
,
ω n版 ; d> 1 , on 发 极限形式 : limt∞=( plal 收② l > 1 /6 =+∞ 发

Unt≤ q "
U.
, ƩG

“
U

、 收敛 ③ L = 1 OB

根值审敛法

↓n
^

≤ q < 1
,
收 ; q1 , 发 极限形式 limn++oUn☆

"

= ( 的

On ≤ qn

积分軍审敛法

Gn单减
,
雪在 ( 1 , +∞)连续单诚的f( x ) , st . f (n|= Gn( n ε zt]

limn+x/,f (x >dx 与 Ʃ Gn 同敛散
e. g.Σ Gn =

S ,ΣGiGn =Ʃanan 2收

豆器

Ʃan收 →日 N > 0 ,tn> N ,O <Gn② 取E=言

Uns N , Kan ^2 → &y
< 2an

.

Ʃzam 收
,
Ʃ器收。

交错部数箭
L

1"Gn

Leibni2 判别法 : an单减 → 0
, L ) "Gn 收敛。

三发散
、
Ʃ世

”片收毁
一般级数

|Gn|收 →Ʃ Gn收 。
絕绝对 、条件收敛 。

Ʃ|an |>利用正项系数审数 ,判断绝对收性
极限审 limn→tx||= l . ( 《 1绝对 ;( > 1/l =+∞ , 发 ;( = 1 U3

逐 (数项极数流
*

Un (x ) = S (x) ,
XGI 收领域

泰勒公式 : *七器箱掉。 L
x ”品比例:①|×1 < 1 , Sn =器 ,

n>+x
1-x

② |× / > 1 , 发散 即 I = (+ , 1)
,
做敛域

③ bx|=1 ; x =1
,
与m = n→ t ∞ ; x =+ ,

Ʃ( 1
"

发 。

意比arx-a(」英于 x-a的幂级数 ,
I = ( G -d ,

a + k) , R为收段半往 ,工为收域

x|Gn |=β=li∞, k=②
.
计算工

,
单独判断边界 (a-R , atR)

ag. 繼;護=ex=e*

缺项 eg 意 x
燃 牛 Ʃ anxm

σ XOGR ,Ua = × 晶她,常数项级数—器 |→ 些, 0伍
,
ƩO 收 ; 1×ol原 ,

Ʃ Ou 发

即及 = 戶 ,
x =Ʃ

,
Ʃ式 = +x 发 ; X= 一后 , 发 ,

I = (一后
, 应 ) 幂级数的版领域一定对称

性质 anx^≈ s ( x )

公“ 连导流滋x)=xt,%sctd+= x ^*Ilim/ ,导与三点换

eg .

Ʃ )州九-
1.

1 x 1 < 1



s
'

( x) = L
1

^ "
y

^
n→=| - xitxφ- x 6 . …=疯

1 % ittrdt = f% sct|dt = S( x) - Sco) = S 6 x) =arctanx ( 14 <)

Iaylor e .g证 (m(+ x ) =λ- 些号+ …+
]^+ …

S( x) = (n 1+x)

S( x) =±x =|-xtx
+
… +ε 11mx"

…
,

(
×/ < /

% sit)dt =% 1-t+ t
3
- … =% Σ∠ s

"fndt

scx ) -S0 } =Ʃ{0t"tade
lutx( ?

0

1HX( 1
"
~ 1 tmx

GrEtan

计算定积分无法写出原函数
5% 的dx=j 0↑ t些 … >dx=|-±+- 4 t + 5t -6 ± t … =Σ∠jntn二一2=晉

幂级数展开

f" =2+x-
x-
|
Hx十 =Ʃ*

( Mx”

高 (

*

“ Ʃ

义

:

"高州十六些无市等比数列求和
二高 . Ʃ世 1↑×^+ 六 Ʃ]

“

*|</( I 1:1 N< / ,Iz :| CL)。

为鼠䵩
幂级数算常数项级数
In三osxdx

求 IIn

会 ƩIn = S( )
, β= 1 , R

= #是 GI,
S ( x1 =Ʃ n #X ^

*

"
,下求 S*)

5(x ) =Ʃx^= 1-* ( *1 c ( )

Scx) - S ( o ) =%1 - ±dt= - (nH *| ⇒Sx)= -tn* | ⇒4+S = S(] ) = -H|=ly2+)

傳里叶級数

在 [ π , π] 上连续光滑的 fix) , f(* 1= 些 +
点

ansnx+bnsinHx)=Ʃ Cneint
,

einx=c 5Snxtisinnx
an = fax)cosMadx
bn = 充fxisihnxdx
Cu = 2πfix)ein

" dx

若 f为周期函数 , 可平移

奇 ; Gn = O

偶 : bn = O



在 [ - 1, 止 ,flx )=+Ʃantbnsm) =Ʃ Cne些

an = i{ i. fix3cos吃 dx

。

Cn = 2t|ifix) e
- indx

正受函 (数象播导

S 克sinmxsinnxdx =克cosmxcosnxdx=
;m=

n
, 原sinmxcosaxdx =

DEF< fg>= fgdx
视 1 . cssx , Cos 2x - smX , S112X … 为 basis

因此 m = n 时
, fg 视为“ 平行” , 内积为模 im机 , f与g

“

垂直内积为 0

有 X = AX0 + Bx1 + CX2 + DX3 , ×0 , X 1 ,X2 ,X
3两两正受

则有 XX 0 =A ↑+ 0 , 得 ABCB 同理。

VKEz1,flx)caskx=coskx ,亞 GCaSMXCskx+ bnsinnxaaskx )

原f(x)coskxdx = cosdxdx+影亮 anosnxcoskxxt三 bnsinnxcoskxx
由正素

,
= O + G× Coskx [oskxdx =πak

ak =克fax1 coskxdx , θKEztn代为K

Parseval 恒等式

fix) = … 展开

說 1fxPdx ={a0 + antbn() =20G |↑ <ff ,

交错相减求得部分和:SN= 忌“an, 则 Ʃ Gn= lim→+xSN



作业4,

1
. /22*t3 dx

泳
z

21+2 +C

2J *_ Pdx
=⇒x2π+ 文了 dx

二 x一片 _ xitc

3 . Jx'ta dx x - atant

=asectdt dx = asect

= a
'

fsect -tantiidt

= ar sect tant - ftant sect dt)
= a
'secttantjsect sit-11 dt )

二 a
2

sect , tant - afsea'tde tafseatdt
取 I = fsecitdt aI = sect , tant - ± tfsectdt
I = 专 settant+fsectde )
二当 [secttantt 6n |sectttautlI +C

威望光 tlm —— _

-



作业 6

1 . v =。芜sinxdx =π sindx
= 2π sinxdx =π(-Cs2x)dx
=π 「 岳 _上sinrxI
二主死

“

2
. x = a ( t- sint ) O ≤ x ≤ 2派

{
φ= G ( 1- εostj 0 ≤ t_scht

≤

琵
s=acost)]π dx
= a

2

(- Eost) : h . all- cost )dt

=πa31-cost( 3dt

V =3. = J



作业 8

人箭<
口

”
“

“哭址三
lank三烈收

2
州/z☆ = 次 1

② an = ( 1
^"

nz limn→toan ={童Gn 极限不存在→Ʃ an 发散
2 n =+ 1

lanl = 计应人位
2. 正项

。

:
“ v= 器,器冰
Sn = 字 tittt " tun
/ m =2 *位茫… …→

器11 %
% 点器,

→什

交 SN =Ʃ+ 2 (22 + 2☆ t … + 2)-21
= 元 + I +zt+ … +

2N
*) _飛+

Sm=|+2為一
→ 1 + 1- ÷ - 0 = 3

v

|② am =
5n-3( 5 ht) =

5n- 4 -5a)方

=σ
n-4/115n+1

jn+* ( 115 n+6/
/
/ → / 0 B

先算 SN

Sω=÷ ( - 5N) → 5 U
3 .au=了

“

Fam 二品 →吃上
√

1

= jn: 3 它 1齒,心 =n =P< 1 ↑=| 心

4收燃
育 SU = 1 t 当 t 专 + … * - InNSN 版饭→ 级数版改

SN >|n 1)+| n| t)+ "+ ( nH就 )- ( aN

= In 2 + ln - Inttla+1_ LaU

= lna -tnItlaslu3ttieI1//1/-LulttnttiNln若 > 0 有下界
SNt1 - SN = N* - In N)+ lnd ↓ ← 0

= N- ( nH☆) < O 单城口 ny
< ln 1 H六(<元

6 . f ( x) =|x 1
, XEEπ ,π I偶函数→ bn =

an 一充流 × cosnxdx =-1 cosnxdytf0吃xcosnxdx



- ftcosuxdx= - nhfyxdsinat - nn xsinmxl-f品 simnxdxI = inn_ ) cosnxl品
a0 = 充/品 tx >dxt 光(。

"xdx = 元 ( x怡 - x品) ≡ -mn 1
-" ")= 充 [a2 - ( 0 一 π列了

二完 h2 = w

f(x ) =整+π [^ -1] .
cosnx = 整 t




